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��� ������������� ����� ��� ������� ���������� 
��������� ���������� �����������
��
� �� �������� ��� ��� ��
������ �� ���������  ! ��� "���� #�������� ����
��! ��� ���� ����� ���������� ���
� �� ������� �� ������� ��������
� ��������
��� ������
� ����
����� $� ���� �����% ���������� ������&����� ����  � ���� ��
� ����� �� '�� � 
����� 
���
� �� �(��������� �������� ������! ��� �� �	�
����
��������
� ���������
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������������� ����� ���  �
��� � ��5�� 
��
��� �� ��� ����!��� �� ������
���� �� '���
� �6778%69:8�� �!��
���!% ��� ����� �� � ��������� �� ��� ������ �� �
������ ����� ��� "�� �� ��'�� ��� ������ ��������� ����� �� � % ��� ��� �������
��������� ����� ����! �� ��� ���� ��� � ����� 
��'���
� �������� �% ��� ��
��'��� �� � ���� ��� �� � �� � �� ������!���+
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$� ��  ���
���! ��� ��(���� ����� �� ���� � '�� ��� ����% ��
� ���� ���� �� �
����� ���� ����&�� ���� 
������ 
��'���
� �� ��� ���������! �� ��� ���� ��
��� ������
��! �� �(�������� '��<� ���� �(������ �� ��� ��� ��� �!��
���! ���
7���! => ? ��� �� ; @�@>� ��� ��� 7@���!� == ? ��� �� ; @�@7� ��� ���� ��
���  ������ �������!� ��
����! A$. �A��� ��� $������������ .����������� ����
���� ���������! ����������� �� ��� ��� ������ ��� 
������ ����
����� ���������

��������� ��� �������� ���������� ��� ���! ����� ��� � ����! � ��� ��� ����
����� �� ��� ������ ����� �� � �� ��� ���� ������� ����� ��� ������� ������� ���

�������� ��� �6778� ������� ���� ����!��
 ������� �� ���������� ��������
������ ��� ����!��
 ������� �69:8% 6B8� ���� �

���
! �� ��� ���� ��� <�(�����
��������<% � � @�@>� �� �� ��� ��������� ���
���� � �� ������ ���� �� �����! ����
�������� ��!� ��� ����������� �� �� ��� ���������� ������� ��� ��� �(�����
�������� 
���� ����� 
���� ������

������������ 
���� ����� ����� �

���
! ��� � ����� �� *� ���� 
����
����� ������� ���� ����  ����� �

���
! ��� ����� �� ���� �� ������� �� ���
������� ���� �� "���� #�������� �����! ��� ���� ����� ����������� ���� �����
����������� ��� ����� ��������  ! ����� ��������
� �������� ���'��� �� ���
��(� ��
������ ����� ��� ������� ��������
� �������� ������� ����� ����!��

�������� �� ������
� �6C@8% 6CC8% 6C98% 6CD8% 6CB8�� ������ ���! ���� ��� ����
�(����� �������� 
����% ���! ��� ����� �� ���� �� ��� ��������� � �� ������ ����
�� �����! ������������ ��!% �� ����� �� ���� ���� ��� ��! �� ���
� ��� ���
������ ����� ���� ��� ��
�� ���������

*� ����������� ��������
� �������� ��
������ ���� ���� ��������
! �� ���
��!��
 �������� .���� ���������  ! ��� "���� #�������� �����!% �� ���� �������
��� ����������� 
���� ����� ������ ��� 
�������� ���� *� ����� ����  ����
���
�������� �� ��� �������

��� ��� ���������� �����
�� ����� ����� ��������

*� ������� � ��� ��������
� �(��������� ����� ���
� ���� � ������ ���������
��� �������� �� �����
� �������� ���� ��� ���� �����! �
������ �� ��� ��� ���
����� ���� �������! �� ����������� ��� ���������� ���� ��� ��� ���� ���������%
���� ��% ��� � ; � ��� ���� � � �� ���� � ������ �(���
�� ������! ����� 1������
���� 
��������� ���������� ��� -������� ��!�� ������� �� �����
�� ������� ����
�� ��� ��� �(��
���� �� ��� ��� ������ ���� ���� �������!� ���� ������ ����
���������� ������&����� �� �������! 	 � 
� ��
� ���� ��	� ; ��(

����
���� �����


� � �� + � ��� � ��� 	 �� 
����� ��� <��
�� �������<% ��� 
� �� 
����� ���
<��� ������<� *� ���� ������� � ��� �(��������� ������� ������! ����� � ���
��
���� ��������
���� �� ��� ��� �����
� � ��� ; � ���� ��� ��
�� ��������
���� ������! �� ����� ������ ��� 
��  � ������� ���! �����!� E�� ���� �����
������% ����� 
��  � ���! ��
� 	� *� 
��� ����� ��� <�������� ��
�� ������<�
E�� ����� 
����% ��� ������� ������! ����  � � 
����( 
�� ������� �� ��� � ���
����� ��� ��
� 	� ��� ������� �� ���� ��
������ ��� �(������� �� ��
���� C� $� ���
��(� ��
����% ���  ���
 
���� ����� 
������ ��� 
�������� ���% ��� �������
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������ ����  � �(�������� ����� ��� ��� �������� ����
����� 
��
���� 
�� ���� ���� ��
�����

���  ��
� ����� ����� ���!�" #�� ��	 ��" $������ ���
�������� �����
�� %��!�
&��

$� �������% ��� ����� ���� �� �� 
������ � ��� ����� �� �!��
�� 
���� �����
�������� ���������� � � ������
�� �� ������ ��� ��� � � % ��� ���� ����� ������
�� � �� ��
������ ������ ��� � � ���� ����� �� ��� �������� ��� ��� ��� �����
����!��� ��� ���� ��� ��� 
��  � 
�������  ! ����� ����� ��������
��

� �������  �� ���� 
���������� ��� ��� �� �� �������� ��� ������ ����� ���
�
���� � ��� ; � �� � �� ��� � �� ��� ���� �� ���� � �� ������ ���� ���� ��������
���� ����� ����������� ��
������� � ���� � �� ��������������� �69@8% ��
���� 7��
��������� �� ����� ��
�� �� ���������� � ��� ; � ��� � ����� ��

"�� �� ������ ���� 
 ��� � ��� � ����! ������! � � ����� � � ��� "�� ��
������� ��'�� ��� ��� 
� ; �� + � � � ��� � ��� ���� � 
��  � �(������� ��+

� ; � �� � �� ;

�
��

��� ������� �� �C�

����� � �� � 
����
�������
 ���
����� $� ������� 
���� ����� ����������% ���
��������� �� �����  !+

F� ;
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$� ��� �������� �� ���� ������ �������������! ������
���! ������ ����G�% ����
��� ��� �� ����� ��� ��� ���������� F� � � ��� ��� ������� "���� �������
��"�� ���������� ���� ��� ����� ���� ����  ! 	�

�
����� � �� � �������� ���

������� �����  !+ � ;
�

��7� ��� �!��
���! ��� ��������
�� ����� �� �����  !
� ; �	�

�
���
� �� �� �����  ���� ���� => ? 
��'���
�� ��� �������� ����� ��

�����  ! 

� � E�� ���� ����� ����������% � �� ������ ���������% ��� �������� ����� ��

�����(������ �� 
� ;
�
�
�������
��

	 ��
��

� ���� ����� ���� �� �  �
���� �������%

��� �������� ����� ��
������� .�% �� ���� �� ��
����� � �� ���� ��� �������� �����
����� ���� � �� ���! ������ ���� 
����  � 
�������������! ���! �(������� ���
���! ����������� ��� ����������� �� �� ����
� ��� ������
�� ������
� ����
����
��
������� ��
� �� ��������
� �������� ��
������ ������ �� ����� ������
��

$�������
� �������� ��
������ ��
���� �� '����� ����� ������! ��� ��� �����
����� �� ���� ���� ������� ��� ���� ���� ��� ������ �� ��������� ���� ��
������

���� ��� �������
��� � ��� ������� ������! � ����� � �� � �������! 
���������

���	���

� � � ������ �� � ��

����
���� 	�
���
�� ��
�� � ���� �� ���	����� ��� � !�"� ������� �� ��
 ��� �����
�

9



���� �����
� �� � �� ���� ��� ��� � ����! 
��  � �(������� ��+

� ; � �� � �� ;

�
��

��� ������� ��

;

�
��

��� ���
����

����
���� �� �D�

��� ���� ����
���� �� 
����� ��� ���������� ������ ���� ���
��� �� ���� 
����� ���


����� �� �������� ��� ��������� ��� � ����� � �� ����� ��+

F� ;
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����� � �� ��� ��� �� �� ����������� *��� � �� ��
��� �� ���� ��� �(��������

��� ���
����
���� �� �����! 
������� ����� ��� ��� � ����! ������! �% ���� ��� ������
�

����  � ����
�� �����'
����! �� ��� ����������� ���� 
��  � �
������ ���� � ��
������� �� ��� ���
���� ��� �������% �� �� � ������� ���� �� 
� � ������� �������
�������� ������� ��� 
������� �� 2���������% H����� �����% ��� .���� �����
�67=8%6C@8%6CD8%6C>8% ���
������ 2H.� 
������� ��� ������� ������! ���� ���
���� ��� 
�������
� ����� ����!��
 �� � ������ ����� ������� �� ��� ����
���� �� ��� ����!��
 �����(������� �� ��� �

�����% �� �� ����� �� ���� ���� ���
��
�� �������� 2�����67I8� �������� ���������� ������&����� �� �������! ��
��
������% ��� 
������
� � 2������� ������� ������!  ���� �� ����� ��
�� �������
���� ������ ����� ��� ��� 
���� ���� ��� 2H. ������ ������ $� ��� ��(� ��
����%
�� ���� ������� � ��� ��������
� ����� �  ! �(������� 2����<� ������
��


 ��
 ���������� �����	�� �����	���

��� �����"���
��

$� ���� ��
����% �� ���� ������� ��� ��������
� �������� ���������� ��� 
���
������ ���� ��� ������� 
���
� ��� � ���� ��������
� �������� ������� ������!
� �����  � �� 
����� ��� ���� ��� �������� ������! � ���� ������� �������� $�
��� ��� ���� �� 
����� �� ���� �� ������� ���� ���� ��� ������ �� ��������% ����
�� �����  � � ��

������ ��������
� ������� ������!� ��� ��5�� �������� �� ���
��� 
�� 
������ �� �������� ��� ���� ��� 
�������
��


��� ��������
� �������� ���������� ������� �� ��� ���  ���� �� ��� ����
������� �� ��� "���� #�������� �������� �#�� � 6I8�� ������� ������! ���� ���
���� ������ ������ ���� ���� ������ ��� ��� ���� �� ���� � � � ���� �� ���
����� /�� � 5�
���� �� �� '�� ��� �������� �� ���� ��� ������! � �� ��(���&�� ��
��� ��� ������ � � �� �� '�� ��� ���� �����! ��! �� ��� � � �% �� ����������
2���� 67I8� ������� � ��������� ������&�����+

��(
����

���� �B�

D



����� � � �� � ������������� ������ ���
��� �� ��% ��� 
� ; �� � �� + � ��� �
��� 	 ��
� ���� ��	� ; ��(

����
���� �� 
����� ��� <��
�� �������<% �� ��� <
�1<

�<
������ ���� 1����< �� 
�����  ! A�
���� 6D8�� E�� ���� ����������% ����� ���
�������� ��
�� ������ �� 
�1�� 2���� �����% ��� �� ���� 
��'��% ���� ��������
��
�� ������ �� �

�� ��� �� �� ��������� �� ��� ���� ��� ��� ��� ��������
�
��������� *� ���� ���� �������
� � ��� �(��������� ������� ������! �� ��� ���
��
���� ��������
���� �� ��� ��� �����
� � ; � �� ��
� ��
�� �������� *�
���� ���� ��� �	�
�������� �� ���� ������  ��� �(�����������! ��� ����!��
���!�

��� ����'
���� (��
�
)��
�� #�� ��*
�
)
�� +���
�� ����

"�� �� ���
�� � ��� ������&����� ��
������ �� ���� ������� *� ���� ��
��(���&� ��� ������! ���� �� � ��� 
� ����� ��� ������! � �� �����  !+

���� ;
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�C���
�
J�
�
� �
� �

��
� ����� �� �:�

����� J� �� � 
�������
� �����(� ���� 
��  � ����  ! �� ������&����� ��
������

����� ��� 1�����! 
������ ��� ������! ������ �� �� ��������� ������� ����� �
������! ��
��� � �� �������
�� �� ������� � ��� �� ��
���������� ������&�����
�� �������+

���
����

K��� �� �I�

����� K �� �����  !+

K��� �� ; ����� L � �� ���� ��� �=�

����� � � @ �� � ������! 
�������� �� ��
� ��������� ����% ��� ������! ��
���
� �� ��
������ ����� ��� ��� �������� �� ��� ��� ��� �B� �� ������ *� ����� ���
���
�� � ��� �
���� ������&����� ��������� ���� ���
� ��� �������� ��� ���
��
��
��� �(������� �� ���! ������&����� ��(�  ���� �678� 69B8� 6DD8�� *� ���� ����
<��������
�< ���
���� ���� 
���� ��7C�7� �� ������� ��� �� ������&����� ���
��� � ��� ������! �������

.��� ��������� ���� �������� ��
�� ������� $� ����� �� 
������ ���� ��� �
���% ��� 
�� ���� �!�������
 ����
�  ! �������� ��� ���
� �� ���� �������  ��
��
���� �(�����% ��
� ���������� ���� � ��� � �� 
��������� ��� ��� ������� �����
�� ��
��� ���� ��
� �� �����  ��
��� ���� 
��  � ���� ��������
���!% ��� ���
� ��� ������&����� 
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Density Surface: f(x)
VAR Surface: V(x)

Construction of Exponential Twist (Convex Case) 

π = µ e−µ (x −β*
)

Along the direction x
β
 

= Effective Starting Distance for the 
    Exponential Twist                 

β* = |βT ⋅ u|

Center of Density Surface: f 

u = x
β
/|x

β
|

= Unit Vector Along the Direction Xβ  

∂ H

x
β
=Σ−1 ⋅ β

β
     

µ = |x
β
|
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∂ H

x
β
=Σ−1 ⋅ β

Density Surface: f(x)
VAR Surface: V(x)

β
     

Center of Density Surface: f 

= Effective Starting Distance for the 
    Exponential Twist                 

β* = |yT ⋅ u|

Construction of Exponential Twist (Concave Case) 

π = µ e−µ (x −β*
 )

u = x
β
/|x

β
|

= Unit Vector Along the Direction Xβ  

Along the direction x
β
 

y  =  Position  
Vector on f 

β* = |βT ⋅ u|
= Effective Starting Distance for the 
    Exponential Twist                 

µ = |x
β
|
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